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１．有限要素法（FEM ）の基礎

有限要素法（Finite Elem ent M ethod）は連続な物体を有限の要素（Elem ent）の集合体に近似して、

その個々の要素に対して成立する方程式を集合体全体で連立させて解く方法です．構造解析で

は、連立方程式を解いて得られた変位より、各要素のひずみや応力を知ることができます．

１－１．要素と節点

集合体の個々の要素には、梁、三角形要素、四辺形要素、四面体要素、六面体要素などがあり

ます．PolarFEM で用意されている要素は四辺形要素（2 次元要素,軸対称要素）です．要素を構

成する角の点を節点（Node）と呼び、１次の四辺形要素では１つの要素に対して４つの節点があ

ります．個々の要素で成立する節点荷重と節点変位の関係（剛性,Stiffness)を集合体全体で加

算して、全節点荷重と全節点変位の関係（全体剛性マトリックス）を作り、その連立方程式を解い

て節点変位を求めます．

１－２．境界条件

節点には荷重や拘束条件などが与えられます．それらの条件を境界条件(Boundary C ondition)と

呼びます．境界条件の設定は必ず行わなければなりません．特に静計算の場合には、剛性方程

式は拘束条件が無いと解けません（例えば、剛体変位,Rigid Body M ode が生じ位置不定となりま

す）．

２．PolarFEM の概要

PolarFEM は有限要素法（Finite Elem ent M ethod）による構造解析プログラムです．扱う要素は四辺

形要素（１次/２次）で、平面問題(Planar)および軸対称問題(Axisym m etric)を解くために作られまし

た．本プログラムでは熱伝導計算を電界計算と対比しながら用いることでピエゾ素子内の応力を計

算できます．本プログラムではディスプレイの表示以外のすべての部分を倍精度で処理、計算して

います．以下、モデルの作成から結果のプロットまで解析手順のポイントを説明します．

（１）．モデル形状の作成



「解析ﾓﾃ ﾙ゙の作成」パネルでモデルの形状を作成し、物性値(Property)および荷重(Load)、拘束

（変位）条件(Constraint,Displacem ent)を与えます．モデルの作成にあたってはあらかじめ描画ス

ケール（1 を基準とした長さの倍率）と使用する単位系(Unit)を決めておきます．解析モデルの作

成中には、必要に応じて、解析モデルをファイル（.m dl）に保存します．

（２）．計算の実行

「計算の実行」パネルで作成したモデルの計算を行います．熱伝導計算と変形計算を組み合わ

せて用いることで、熱応力あるいはピエゾ応力を計算できます．計算結果は必要に応じて、ファイ

ル(.out)に保存します．

（３）．計算結果のプロット

コンター図(Contour)を見るにあたって次の点に留意する必要があります．

A．「変位(Displacem ent)」は、要素内部で節点の値を要素内部に内挿して求めて表示しています．

B．「ひずみ(Strain)」、「応力(Stress)」は、一旦積分点の値を節点に外挿して節点での値を求め、

その節点での値を平均化した後、変位の場合と同様にして要素内部に内挿しています．

C．要素内部での内挿は要素を2 つの三角形（2次要素では 8つの三角形）に分けて描画する

方法をとっています．したがって、要素が粗い場合は不自然になる場合があります．

３．解析モデルの作成（変形・応力計算）

３－１．モデル形状の作成

A．「■要素の作成/削除」で （矢印ボタン）をクリックして、作図シート（プロット画面）上で

要素の４節点の位置を左クリックします．４節点をクリックし終えた時点で要素が１つ作成されま

す．３番目までの節点位置をクリックした状態では右クリックで操作を戻すことができます．同じよ

うにして、必要な数の要素を作成します．要素は反時計まわりに節点の配置として定義されます．

要素を分割するには「要素分割」を利用します．また、要素群としてまとめて作成する場合は「カ

ーブから要素への変換」、「オートメッシュ」を利用します．



B．作成された要素の節点は要素間でつながっていない部分があるため「節点マージ」でつなぎ

あわせます．「許容値」とは重なったと判断される節点間の距離です．なお、いくつかの要素を同

時に選択して分割すると、生成節点は自動的にマージされます．節点をマージしたあと、「要素ク

リーン」で要素の表裏修正、二重要素削除、０面積要素の削除を行います．

C．「カーブへの移動」、「節点のストレッチ」、「節点のスムージング」等で節点位置を修正して最

終形状とします．



[オートメッシュについて]

PolarFEM のオートメッシュはデローニー三角分割（Delaunay Triangulation）によるものです．

カーブのシード点をすべて含む大きな１つの三角形から出発して、まずシード点の位置に節点

を有する三角形を作成（境界を確定）します．引き続いて内部に新たな節点を生成しながら細

かく分割し、最後に不要な三角形を取り除きます．四角形メッシュはデローニー三角分割で得

られた三角形を再度分割/合体させて作成されます．外部境界として、端点が順次つながった

複数のカーブによって１つの閉領域を指定（設定）します．他に外部境界がある場合も同様に

指定し、同時に複数個の閉領域を指定することができます．複数個の閉領域はリストボックス

にリストとして表示されます．内部境界も外部境界と同様にして指定します．

[マウスの操作方法]

・選択操作

（矢印ボタン）を左クリックすると、矢印ボタンが緑色に変化します（選択モード開始）．

引き続いて、プロット画面上で要素・節点等の選択操作を行うと、矢印ボタンが水色に変化し

（もしくは次の選択項目に移動し）、プロット画面上の選択された部分が黄色（位置指示の場



合は赤色）で表示されます．その後、パネルにて「設定ボタン」等をクリックするとその選択条

件が設定あるいは実行されます（→選択モード終了）．

・範囲選択 （節点、要素、エッジ、カーブの選択を行うモードの場合）

左ドラッグによって、要素、節点、あるいはカーブを囲むことで範囲選択ができます．範囲選

択後、引き続き選択操作が可能です．単一の節点あるいは単一のカーブを選択する必要が

ある場合は動作しません（「1」の添字のある矢印ボタンの場合、左クリックのみ有効）．

・領域選択 （節点、要素、エッジ、カーブの選択を行うモードの場合）

連続したctrl+左クリックによって、要素、節点、あるいはカーブを囲むことで領域選択ができ

ます．クリックした始点と終点が一致した場合、選択が確定します．領域選択途中でctrlを離

しても、再びctrlを押せば領域選択を続行できます．領域選択後、引き続き選択操作が可能

です．単一の節点あるいは単一のカーブを選択する必要がある場合は動作しません（「1」の

添字のある矢印ボタンの場合、左クリックのみ有効）．

・選択操作を戻す

ほとんどの場合、プロット画面上で右クリックすることで選択操作を１つずつ戻すことができま

す（→最後は全て解除）．戻した後、全て解除されていない状態の場合は引き続いて選択操

作ができます．

・選択の解除

ほとんどの場合、shift+左クリック、あるいは、shift+左ドラッグによって、すでに選択された部

分の一部を解除することができます．解除後、引き続いて選択操作ができます．直ちに全て

の選択モードを解除するには、中央クリックまたは「FEM -選択ﾓｰﾄ の゙解除」を用います．また、

別の選択項目矢印ボタンをクリックすると、一旦、直前の選択モードが解除・終了されたのち、

あらたな選択モードの開始状態になります．

・端点位置取得 （画面上の位置を指定するモードの場合）

ほとんどの場合、ctrl+左クリックによって、節点あるいは図形の端点位置を取得することがで

きます．ctrlを押している間、グリッドスナップは無効になります．マウスカーソルの付近に節

点あるいは端点がない場合は、ctrl+左クリックしても選択が行われません．ctrlを離すことで

通常の選択動作になります．ctrl+左クリックは、すでに存在する節点位置やカーブ端点を用

いてあらたに座標を指定するケースに使用すると便利です．

・選択項目の移動

円弧作成の場合のように、いくつかの設定項目では、ある選択を完了したのち次に必要な選

択項目に自動的に移動します．また、再帰的に選択項目が移動し続けるものもあります．途

中で特定の選択項目のみを入力する必要があるときは、その項目を直接選択することで入

力できます．なお、プロット画面のカーソルで取得した数値がテキスト入力ボックス(textBox)

に反映される場合は、テキストボックスの表示値が設定実行時に使用されます（正確に入力

するにはテキストボックスに直接数値を入力します）．

・拡大、縮小、移動

全て「解除」された状態で、左ドラッグすることによって拡大（下方にドラッグ）・縮小（上方にド

ラッグ）ができます．常時、右ドラッグで移動ができます．右ドラッグによる移動は選択操作途

中でも可能です（移動後、再び選択操作に戻ります）．なお、マウスホイールにも拡大・縮小

（ctrl+回転）、移動（そのまま回転、shift+回転）が割り当ててあります．

・範囲拡大

ビューツールの「範囲拡大ボタン」をクリックした後、左ドラッグすることによって範囲選択した

領域を拡大できます．範囲拡大は選択操作途中でも可能です．範囲拡大後、再び選択操作

に戻ります．範囲拡大は１回の操作のみ可能です．

＊左クリック：プロット画面上でマウスの左ボタンをクリック、右クリック：マウスの右ボタンをク

リック、中央クリック：マウスの中央ボタンをクリック、左ドラッグ：マウスの左ボタンを押したま

まドラッグ、shift+左クリック：shiftキーを押した状態でマウスの左ボタンをクリック、shift+左ド

ラッグ：shiftキーを押した状態でマウスの左ボタンを押したままドラッグ、ctrl+左クリック：ctrl



キーを押した状態でマウスの左ボタンをクリック、右ドラッグ：マウスの右ボタンを押したままド

ラッグ

３－２．物性値の入力

A．材料(M aterial)の番号、ヤング率(Young’s M odulus)、ポアソン比(Poisson’s Ratio)、板厚

(Thickness)などを入力して材料の「定義」を行います．要素毎に異なった値でも可能．

B．定義した材料特性を要素に与えます．変形計算の場合はメカニカル物性値を、熱伝導計算で

は熱伝導物性値を与えます．いずれの場合もすべての要素に与えなければなりません．ピエゾ

物性値はすべての要素に与える必要はありません．

３－３．拘束（変位）条件の設定

節点に変位を与えます．ｘ方向あるいはｙ方向の変位を0 とした場合には、ｘ軸方向あるいはｙ軸

方向に関する拘束（対称）条件を設定したことになります．また、両方向の変位を0 とした場合は



完全拘束にしたことになります（節点まわりの回転は拘束されない）．タイイング(NodalTie)を用い

て節点間の自由度（U または V,Freedom ）を拘束することで対称条件(Sym m etry)とさせることもで

きます（備考：タイイングは剛性マトリックスのバンド幅を増大させるため計算時間がやや長くなり

ます）．

３－４．荷重条件の設定

節点に荷重を加えます．荷重はｘ成分とｙ成分に分けて入力します．圧力(Pressure,Shear)・体積

力(Body Force)を設定（相当荷重を加算）することも可能．（本プログラムではモデル作成時点で

圧力や体積力を荷重に加算しますので、注意深く設定する必要があります．なお、2 次要素にお

けるそれらの荷重は、エッジで不揃いになり一見不自然のようにも見えますが、2 次補間された

等価的な節点荷重を直接表示していることによるものです．）

[描画/取消に関して]

1.「再描画」（ビューツール）を行うことで、入力後の形状を最新表示することができます．



2.モデルの実寸法は要素を作成した時点の座標値によって決まります．「描画スケール」はモ

デル描画のみに適用されます．実寸法に1/描画スケールをかけた値で画面描画を行います．

例えば、描画スケール=0.01 の場合、リセット（Zoom =1 倍）した画面座標の範囲（=グリッド表示

範囲）は 0～0.01（もしくは-0.005～0.005）になります．最適な「描画スケール」は描画誤差を最

小にすることができるため、モデル毎に設定しておくことを推奨します（「表示-表示設定-ｵﾌ ｼ゚ｮ

ﾝ-描画スケール」）．

3.表示関係と計算実行関係の操作を除き、ほとんどの場合、「FEM -設定の取消」によって操作

直前の状態に復元することができます（１回のみ）．重大なエラーが発生した場合、あるいはア

プリケーションが強制的に「取消」を実行した場合は直前の状態に戻すことはできません．

４．変形・応力の計算

変形・応力の計算は次の順序で行われます．

４－１．バンド幅



計算規模を小さくするためにマトリックスの実質の幅を調べ最小サイズの状態で計算します．剛

性マトリックスの対角から離れた部分では成分が０となる項が多く、それらをを除いた後のマトリッ

クス幅の最大値すなわちバンド幅(Band W idth)を調べます．

＊「節点番号の並び替え(Renum ber)」を行うことでバンド幅が縮小し、計算時間の短縮が可

能です（本アプリケーションでは自動処理がデフォルト）

４－２．剛性マトリックスの組み立て

要素１つ１つの剛性マトリックス[K]e(Elem ent Stiffness M atrix)を次式で求めます．積分はガウス

積分（=Σ（重み×積分点での値）,Gauss-Legendre Num ericalIntegration）で求めます．

ただし、{ε}e = [B]e {u}e , {σ}e = [D]e {ε}e

[B]は B マトリックス（変位-ひずみの関係）

[D]は D マトリックス（応力-ひずみの関係）

全節点に対して[K]e を加え合わせて全体剛性マトリックス[K](TotalStiffness M atrix)を作成しま

す．

[K]= Σ[K]e

４－３．拘束条件の設定

[K]のマトリックスの成分の中で拘束した節点に対応した成分の行と列の値を固定します．

４－４．剛性方程式の求解

[K]{u}= {f} ただし、{f}は節点に加える外力

上式の連立方程式を解けば{u}が求められます．熱膨張がある場合は{f}に熱ひずみの等価荷重

(Equivalent NodalForce)を加え、ピエゾ応力計算時には{f}にピエゾひずみの等価荷重を異方性

(Anisotropic)をもたせて加えます（下記）．

４－５．求めた{u}からひずみ{ε}と応力{σ}を求めます（上記４－２の式より）

４－６．ピエゾ素子応力計算（内部電界→ピエゾ応力）

ピエゾ素子応力計算は、通常の構造解析における熱膨張(Therm alExpansion)と同じ考え方で、

(d 定数 T×電界)によって与えられる異方性線膨張があるとみなして計算しています．すなわち、

ひずみ=(外力によるひずみ)＋dTE、E：電界、と考え、要素のひずみ増加 {dTE}に相当する等価荷

重{f'}を節点に与えて変位を計算しています．

＊「分極」計算を行わず、単にピエゾ計算を実行した場合には、直前の電界計算結果を分極とみ

なして処理されます．



５．熱伝導・電場の計算

熱伝導(Heat Transfer)・電場(Electrostatic Field)の計算は次の順序で行われます．

５－１．バンド幅

変形・応力計算と同様にバンド幅を調べます．扱う変数（自由度）が、変形・応力 計算時では変

位 u,vの 2つであるのに対し、熱伝導・電界計算時では温度 T の 1つに減るため、熱伝導・電界

計算時のバンド幅は変形・応力計算時の半分程度になります．

熱伝導・電界計算時は、下記の全体剛性マトリックスの規模も１／22=１／4（2D）程度となります．

５－２．剛性マトリックスの組み立て

変形・応力計算と同様にして、要素１つ１つの剛性マトリックス[K]e を次式で求めます．{u}は温度

あるいは電圧値、{ε}は温度勾配あるいは（－電界）です．{σ}は熱流束あるいは電束密度です．

ただし、{ε}e = [B]e {u}e , {σ}e = [D]e {ε}e

応力計算時には[D]が応力-ひずみの関係であったのに対し、熱伝導計算では[D]が熱伝導率マ

トリックスに、電界計算では誘電率マトリックスに置き換わります．全節点に対して[K]e を加え合

わせて全体剛性マトリックス[K]を作成します．

[K]= Σ[K]e

なお、熱伝導計算の剛性マトリックス[K]e は、境界での熱伝達項[Kc]e を考慮した[K]e とします．

[K]e = [K]e + [Kc]e

５－３．拘束条件の設定

[K]のマトリックスの成分の中で温度あるいは電圧を拘束した（一定値とした）節点に対応した成

分の行と列の値を固定します．

５－４．剛性方程式の求解

[K]{u}= {f}= {q0}+ {q}+ {qc}

ただし、{f}は節点に加える熱量あるいは電荷です．熱伝導計算では、{q0}は要素発熱、{q}は境界

からの流入熱量、{qc)は熱伝達項です．一般の電場計算で、外部電荷がない場合は、

[K]{u}= 0

なる剛性方程式を解きます．上式の連立方程式をそれぞれ解けば{u}が求められます．

５－５．求めた{u}から{ε}を求めます



ピエゾ応力計算時には、計算された{ε}は（－電界）としてピエゾ応力計算に用いられます．

６．計算結果のプロット

６－１．番号・材料・荷重・拘束条件などのプロット

諸番号・材料・荷重・拘束条件などは（デフォルト設定では表示 O FF になっています）、「表示」－

「表示設定」－「ﾌ ﾛ゚ｯﾄｼﾝﾎ ﾙ゙」にて設定したあとプロットします．モデル作成画面と計算結果プロッ

ト画面では別の表示設定になっています．また、アウトラインを恒久的に使用する場合や、プリン

ターにアウトライン図を出力する場合は同表示設定を「アウトライン」に設定しておく必要がありま

す．変形形状のプロットでは変位の拡大率をマニュアルで変更できます．

６－２．コンター図、ベクトル図のプロット



各種成分あるいはスカラーの値をコンター図（等高線）でプロットします．また、変位、温度勾配、

分極はベクトル図でプロットできます．スカラーの記号は以下のとうりです．

u：変位ｘ成分 (Displacem ent u)

v：変位ｙ成分 (Displacem ent v)

|U|：変位の大きさ（絶対値）(Displacem ent|U|)

⊿t：板厚の変化分 (⊿Thickness ⊿t)

εx：x方向垂直ひずみ (Strain εx)

εy：y方向垂直ひずみ (Strain εy)

εz：z方向垂直ひずみ (Strain εz)

γxy：せん断ひずみ (Strain γxy)

σx：x方向垂直応力 (Stress σx)

σy：y方向垂直応力 (Stress σy)

σz：z方向垂直応力 (Stress σz)

τxy：せん断応力 (Stress τxy)

σ1：主応力１(Stress σ1)

σ2：主応力 2 (Stress σ2)

σM：ﾐｰｾ ｽ゙応力 (Stress σM )

⊿T：温度差(要素設定値)(⊿Tem perature ⊿T)

T：温度（節点計算結果)(Tem perature T)

T'x：T の x方向勾配 (Tem perature G radient T'x)

T'y：T の y方向勾配 (Tem perature G radient T'y)

|T'|：T の勾配の大きさ(絶対値)(Tem perature G radient |T'|)

平面応力問題ではσz=0、平面ひずみ問題ではεz=0 です．

軸対称問題の場合はｘ,ｙ,ｚ→ ｒ,ｚ,θと読み直してください．

６－３．印刷、クリップボードにコピー、BM P 保存

プロットした図をプリンタに出力することができます．印刷を行うには、あらかじめ必要な図を画面

に表示させておき、その後に、「ファイル-印刷...」で印刷パネルを開きます．プリンタの設定を確

認した後、印刷を実行します．印刷の際には、バックがつねに「白色」となります．画面イメージを

クリップボードにコピー、あるいは一旦、画面イメージをファイルに保存することで、他のアプリケ

ーションからBM P として取り込むことができます．ファイルの拡張子を変えて保存することで、フ

ォーマットの異なるBM P として保存できます．イメージでは画面のピクセルがそのまま（あるいは

圧縮されて）維持されます．

７．熱伝導計算と電界計算のアナロジー

[熱伝導の支配方程式]

定常状態（時間的に変化しない状態）での物体内の温度場は次式で表されます．

（１）

ここに、T は温度、k は熱伝導率、Q T は発熱



この式は、ｘ方向の温度勾配による熱伝導熱量およびy方向の温度勾配による熱伝導熱量の和

（出入熱量）が発熱量とつりあっていることを意味しています．一般的に、こういった関係式は、勾

配(G radient)に比例して流束（フラックス,Flux）が決まるため拡散方程式(Diffusion Equation)と呼

ばれています．

[電場の支配方程式]

誘電体内のガウスの定理(G auss’Theorem )から、面積積分を体積積分に変えて、次式が成り

立ちます．

（２）

ここに、D は電束密度ベクトル、Q e は電荷

電界ベクトル E は、

ここに、εは誘電率、φ は電位

なる関係があるので、（２）式は単位体積あたりを考えて次のようになります．

（３）

[熱伝導と電界のアナロジー]

（１）式と（３）式は同一の形をしています．したがって、下表のように変数を対応させることでアナ

ロジー的な使い方ができます．

熱伝導計算は、さらにアナロジーを拡張して、拡散、電流、磁場などにも適用することが可能です．

８．ピエゾ連成静計算

[圧電方程式と一般的解法]

ピエゾ内のひずみと応力・電界の関係、電束密度と応力・電界の関係は次の圧電方程式

(Piezoelectric Equation)として表されます．



（１）

ここに、S はひずみベクトル、T は応力ベクトル、D は電束密度ベクトル、E は電界ベクトル

sEはコンプライアンステンソル、d は圧電ひずみ定数マトリックス、εは誘電率テンソル

一般的には、上二式の結合解を求めるのに、変位に対する剛性方程式と電位に対する剛性方

程式を重ね合わせて、次のような拡張された剛性方程式を１回のプロセスで解く方法がとられて

います．第１行は変位、第２行は電位に関する式となっています．

（２）

しかし、（１）式は分極ベクトルが同一方向に揃っている場合のみに適用可能で、異なる場合は何

らかの工夫が必要です．

[反復法による連成]

本プログラムでは（１）式を次のように解釈しなおして、反復計算する手法をとっています．

（３）

すなわち、次の繰り返しステップで連成計算を行っています．離散化して連立方程式を解く方法

は通常の方法を用いています．

１．与えられた電極電圧より電位分布・電界を計算する（最初は⊿D=0 とする）．

２．求められた電界 E からひずみの修正分⊿S を求め、その等価荷重を与えることで、変位・ひ

ずみ・応力を計算する．この時点で、ピエゾひずみを考慮した場合の応力近似値が得られます．

３．求められた応力 T から電束密度の修正分⊿D を求め、その等価電荷を与えることで、電位・

電界を求める．この時点で、ピエゾ内の電荷発生を考慮した場合の電界近似値が得られます．

４．１～３を繰り返す．

本手法は、ひずみの修正分⊿S を求める際に、分極の影響を座標変換あるいは大きさ変更によ

って容易に取り込めるため、分極の方向および大きさ（非線形でも可）を考慮した場合の簡明な

連成計算(C ouple)を可能にしています．

＊ここでの変数名はテンソル表記での慣用変数名を用いています．例えば、cE は FEM の D マトリ

ックスに相当します．

＊「ピエゾ連成計算」では、あらかじめ分極を計算しておく必要があります．

９．ピエゾ連成動計算



ピエゾ連成動計算は、静的なピエゾ連成計算と同様な手法を用い、変形と電界の交互反復計算

を短い時間刻みで進め、時間を進める中で質量(M ass)と減衰(Dam ping)を考慮しながら計算する手

法を用いています．ピエゾ内の電界は静的に(Static)計算され、変形が動的に(Dynam ic)計算されま

す．

変形を動的に計算する方法としてニューマーク(Newm ark)のβ法を用いています。ニューマーク

のβ法では、パラメータβ、γを定義し、現計算ステップから次の計算ステップの変位、速度、加速

度を予測しながら計算を進めます．現在の変位ベクトル、速度ベクトル、加速度ベクトル、および、

次のステップの変位ベクトル、速度ベクトル、加速度ベクトルを、

として、

と近似します．次のステップの運動方程式は、

ここに、

M ：質量マトリックス(M ass M atrix)

C ：減衰マトリックス（= CM ×M + C K×K と仮定,比例減衰）(Dam ping M atrix)

K ：剛性マトリックス(Stiffness M atrix)

ｆ：節点荷重ベクトル (NodalForce Vector)

と表されるので、次式を導くことができます．

上式の右辺は荷重条件および前ステップ計算結果より既知であるので、上式は次のステップの変

位に関する連立方程式となっています．各時間ステップで上式を解きながら、時間を進めることで動

的な変形が計算できます．

パラメータβは通常 1/6～1/4 の間で設定されます．動計算は、計算が発散する危険性を擁して

いますが、β>=1/4 で無条件安定となることが知られています．精度が要求される場合（数値減衰

を押さえる場合）はβ=1/6 程度まで小さくします．γは通常 1/2 が使用されます．

動計算をする際は、材料の減衰係数を設定しておくと不要（異常）な振動を小さくすることができ

ます．減衰係数は FEM でよく使用される比例減衰(レーリー減衰)、すなわち質量マトリックスと剛性

マトリックスの線形和、として入力します．減衰 C マトリックス=CM ×質量マトリックス+CK×剛性マト

リックス．比例減衰係数と振動工学などで使用される減衰比（臨界減衰係数との比,無次元

量,Dam ping Ratio）ζとの間には、2ζiωi=C M +(ωiωi)×CK の関係があります（iはモード次数）．共

振 Q 値=1/(2ζi)．比例減衰ではζは周波数によって大きく変わります．CM ,C K を[設定パネル]で

求めた値とした場合、f1<f2 およびζ>0として、f1以下あるいは f2 以上の周波数ではζは f1(f2)で

のζより大きくなり、f1とf2 の間にζの最小値がある傾向になります．CM→大では粘性減衰,CK→



大では構造減衰の様相を呈します．なお、パネルでの「f,ζ→CM ,C K 計算」はあくまでも目安(参考

値)を計算するものです．

動計算では、上記連立方程式に見られるように、剛性方程式の係数（左辺）に質量項と減衰項が

加わるため、拘束条件のない状態での計算も可能です．しかし、微少変形を仮定した線形計算であ

るため、非常に大きな変位あるいは変形となる場合は正しい結果が得られません．また、大きな剛

体回転を伴う微少変形では正しく拡大表示できません(拡大表示の原理的なものであり、静計算で

も同様です)．

変形計算と交互になされるピエゾ内の電界計算は静的な場合と全く同一な方法で行われます．

ピエゾ連成動計算をする前にあらかじめピエゾの分極計算をしておく必要があります．分極計算

を省略した場合は前計算ステップの電界計算結果を分極とみなして処理されます．また、節点電位

（温度）の設定がない場合、あるいは、要素にd定数の設定がない場合は変形の動計算のみが有

効になります．(メカニカルな単なる動計算として使用可能．)

動計算の荷重は「荷重係数」によって与えます．[モデル作成]にて静計算と同様にして与えられ

た「荷重」値に、時間的に変化する矩形波またはサイン波の「荷重係数」（関数）を乗じ、さらにシフト

量を加算した値が動的な「荷重」として使われます．荷重はバースト波として与えることも可能です．

1０．熱過渡計算

熱過渡計算も次のステップの温度を予測することで計算されます．現在の温度ベクトル、温度変

化ベクトルおよび、次のステップの温度ベクトル、温度変化ベクトルを、

として、パラメータθを用いて、

と近似します．次のステップの熱伝導の式は、

ここに、

C ：熱容量(ρCp)マトリックス

K ：熱剛性マトリックス

Q ：節点熱量

と導かれます．パラメータθが 0 のとき前進差分近似、θが 1 のとき後退差分近似、θが 1/2 のと

きクランクニコルソンの方法と呼ばれています．後退差分近似の安定性がもっとも高いと言われて

います．

熱過渡計算の「荷重」（温度,熱量）も動計算と同様に「荷重係数」によって与えます．

1１．調和応答計算

調和応答（Harm onic Response）計算によって、加える荷重が正弦波であると仮定したときの、お

おむねの共振周波数とそのときの変形モードを知ることができます．荷重の時間的変化を正弦波

sinωtとすると、減衰がない場合、変位や加速度も荷重にしたがって変化します．そして、剛性方程



式（運動方程式）は静変形計算の剛性方程式に質量の影響する慣性項-ω2M を付加するのみの

形になります。

従って、周波数（=ω/(2π)）をある値から順に変化させて（すなわち慣性項-ω2M を徐々に変化さ

せて）繰り返し連続的に計算することで、ある周波数範囲の共振状態を把握するすることができま

す．実際の計算においては、初回に剛性マトリックスＫおよび質量マトリックスM を作成して解を求

め、以後の計算ではＫおよびM は作成せずωのみを変えて計算しています．

本プログラムの調和応答計算は次項の固有値計算と同様に減衰を考慮していません．本プログ

ラムでは、減衰の大きさが影響してくる共振周波数近傍での振幅を正確に求めることはできません．

共振周波数に関しては、減衰が極端に大きくなければ、減衰項を考慮しなくても相応の結果が得ら

れます．ピエゾ調和応答計算を行った場合、共振周波数近傍では生成される電荷量も振動の大き

さに応じてかなりの量になるため、場合によっては、異常に高い電位分布となります．振幅の場合と

同様に、減衰を考慮していないため、共振周波数近傍の電位の大きさも正確に求めることはできま

せん．

ピエゾ調和応答計算は電界計算と変形計算の繰り返しによって計算されます．すなわち、電場

（電束密度）→変形（応力）→電場（電束密度）…の反復で計算されます．なお、ピエゾを考慮した調

和応答計算は計算が不安定（疑似共振モードの出現）になるケースがあります．計算が不安定とな

った場合は、概して、「ピエゾ連成繰り返し数」を必要最低限の回数にとどめて計算すると比較的穏

やかな結果が得られる傾向にあります．ピエゾ調和応答計算では共振周波数に関する若干の吟味

が必要であり、共振周波数近傍の振幅の値も参考値として見る必要があります．

ピエゾ連成動計算と同様に、ピエゾ関連の設定（節点電位、d定数）を行った場合は自動的にピ

エゾ計算になります．ピエゾ関連の設定を省略した場合は、変形計算のみが行われます．(メカニカ

ルな単なる調和応答計算として使用可能．)

1２．固有値計算

本プログラムでは逆べき乗法(Inverse PowerM ethod)を用いています．2D および軸対称問題を

対象にしていますので、逆べき乗法によって低い次数から順次固有値(Eigen Value)を求めていく方

法でも十分に実用可能です．逆べき乗法は連立一次方程式（標準固有値問題,Norm alEigenvalue

Problem の場合）、

ここに、

A ：マトリックス

λ ：固有値（λ1,λ2,λ3,...）

ｘ：固有ベクトル (Eigen Vector)

の解を求めるために、次の反復計算を行うと、

次第に、最小固有値がレーリー商の逆数に近づく性質を用いた手法です．



具体的には、「一般的固有値問題,G eneralEigenvalue Problem 」として、既知の固有ベクトル成分

除去を行いながら、次式を反復して解いています．

逆べき乗法による固有値計算は実質的には単純な剛性方程式を解いていること（静計算）と同

等になるため、十分な拘束を与えて剛体変位の発生を防がなければなりません．しかし、どうしても

拘束条件を設定できない場合（剛性マトリックスが逆行列の存在しない特異なマトリックス(Singular

M atrix)となる場合）は、「特異マトリックス修正」の値を注意深く選定することで解を得ることが可能

です．ただし、この場合には、いくつかの無意味な剛体モード変位が解に混じってきます．ここでの

「特異マトリックス修正」は、特異な剛性マトリックスにα×質量マトリックスを加算して特異性をなく

すシフト操作を意味します．本プログラムでは、α=[特異マトリックス修正値]×[トータル K]/[トータ

ル M ]としています．十分な拘束が与えられた場合は「特異マトリックス修正」は行われません．

逆べき乗法では反復計算を用いているため、計算途中にて収束判定(Convergence Testing)を行

います．本プログラムでは、ある反復にて求めた固有値と前回の反復で求めた固有値の変化が「収

束判定値」以下になったときに計算を打ち切っています．「最大反復数」は計算時間の制限を設ける

ために設定しますが、「最大反復数」まで達した場合は回数を増やして再度計算し直す必要があり

ます．

剛性マトリックスを作成する際に同時に質量マトリックスも作成しますが、質量マトリックスを対角

成分のみにした「集中質量（Lum ped M ass）」として作成する方法をデフォルトにしています．「集中

質量」は、FEM 的にマトリックスを組み上げたいわゆる「分布質量（Consistent M ass）」として作成し

た場合に比べ、マトリックスの計算量が減るため、計算時間が相当量短縮されます．ただし、固有

値の値に若干の相違が生じます．(備考：ピエゾ連成動計算およびピエゾ連成調和応答計算では分

布質量を用いています．)

本プログラムでは 2D および軸対称問題を対象にしていますので、計算結果を見るに当たって、

平面問題では、面（xy）に垂直な「膜振動モード」などが除去されている点に留意する必要がありま

す．また、軸対称問題では軸に関する「ねじり、曲げモード」などが除去されています．通常、それら

の除去された固有値は求めた固有値の近傍周波数にありますので十分な考察を行ってください．

現在、固有値計算では、ピエゾの圧電効果および減衰を考慮していません．

１３．計算例

＊ 計算例サンプルファイルは＜ホルダPolarFEM 500\計算例\＞にあります．

１３－１．計算例 変形・応力 （サンプルファイル：plate4.m dl ,計算結果 plate4.out）

中央に穴のあいた薄肉平板を上下に引っ張ったときの変形と応力を求めます．



解析手順

[要素の作成]

1.対称性を考えて１/4 モデルとし、解析領域（青）を①～③の３つの領域に分割して考えます．

2.領域①の４辺のカーブを描きます．（あらかじめ「表示-表示設定-ｵﾌ ｼ゚ｮﾝ」で描画スケールを

0.1 に設定しておきます）

４５度円弧 1（カーブ１）→直線 2→直線 3→直線 4（端点接続）

＊ｃｔｌキーを押しながらカーブの端点付近を左クリックすると端点接続（端点位置を取得）でき

ます

3.領域①を要素群に変換します．

カーブ1 に円弧 1 を指定：５分割（不等１）

カーブ2 に直線 2 を指定：５分割（不等 1.2）

カーブ3 に直線 3 を指定

カーブ4 に直線 4 を指定

4.同様にして領域②,③（５×３分割,不等１）についても2～3 の手順を繰り返します．

5.全節点をマージします（自動-全節点マージ）．

6.線画をすべて削除します（削除しなくても可）．

[物性値、境界条件]

1.メカニカル物性値を定義した後、要素すべてに与えます．

2.モデル上端の各節点に下記の荷重を加えます．

p = 0.5 * P / （荷重を加える節点数－1）= 100 (または圧力=－1.0E6)

ただし、左右端の節点のみは p / 2（= 50）とします．



3.解析領域の左端すべての節点のｘを拘束します（対称条件）．

解析領域の下端すべての節点のｙを拘束します（対称条件）．

[計算実行]

１.「平面応力」を選択し、「変形計算」を実行します．

2.エラーのないことを確認します．

[計算結果プロット]

１.変形図をプロットします．

2.応力のコンター図をプロットします．

１３－２．計算例 熱応力 （サンプルファイル：heat4.m dl ,計算結果 heat4.out）

中央に高温流体が流れ、外表面が熱伝達で冷却される穴あき矩形棒に発生する熱応力を求めま

す．

解析手順

[要素の作成]

「変形・応力」の計算例と同様にしてモデル形状を作成します．

[物性値]

1.メカニカル物性値を定義（線膨張係数 1.17E‐5)した後、要素すべてに与えます．

2.材料の熱伝導率（52）を定義した後、要素すべてに与えます．



[熱伝導境界条件]

1.モデル上端、右端の各エッジに熱伝達（h=50,T∞=20）を与えます．

2.中央穴部分のエッジに熱伝達（h=500,T∞=100）を与えます．

[熱伝導計算実行]

1.「平面ひずみ」を選択し、「熱伝導計算」を実行します．

2..エラーのないことを確認します．

3.熱伝導計算結果を要素温度「T」に与えます．

[メカニカル境界条件]

1.解析領域の左端すべての節点のｘを拘束します（対称条件）．

2.解析領域の下端すべての節点のｙを拘束します（対称条件）．

[メカニカル計算実行]

1.「熱応力 on」をチェックし、「変形計算」を実行します．

2..エラーのないことを確認します．

[計算結果プロット]

1.温度 T のコンター図をプロットします．

2.変形図をプロットします．

3.応力σのコンター図をプロットします．

１３－３．計算例 ピエゾ内応力 （サンプルファイル：piezo4.m dl ,計算結果 piezo4.out）

大きさ2W×0.6H×2Dm m の変位層（中間 4 層）＋保護層（上下 2 層）からなる積層型のピエゾ素

子に電圧を印加したときの変形と応力を求めます．



解析手順

表示を「電場計算用語」に変更します（「表示-熱伝導用語の変更」）

[要素の作成]

計算量を考慮してモデルの左右は対称とみなし、１/4 モデル（青色部分）としてモデル化します．

描画スケール 0.001．

1.解析領域の左端から①,②の２つの要素を作成し、その後で、それぞれの要素を再分割します．

要素① ：縦 12分割（不等 1）横 8 分割（不等 ‐1.6）

要素② ：縦 12分割（不等 1）横 12 分割（不等 1.8）

2.すべての節点をマージします．

[電場物性値、境界条件]

1.誘電率 1.28E‐8 を定義し、要素すべてに与えます．

2.電極に相当する節点に電位 0V,100V を印加します．

[電場計算実行]

「平面ひずみ」を選択し、「電場計算」を実行します．

[メカニカル物性値]

メカニカル物性値を定義した後、要素すべてに与えます．

[拘束条件]

解析領域の右端すべての節点のｘ、解析領域の下端すべての節点のｙ、（解析領域の右下端の

節点は x,ｙ）を拘束します．

[ﾋ ｴ゚ｿ 物゙性値の設定]

ピエゾ材料を定義して①，②の変位層要素のみに与えます．

[メカニカル計算の実行]パネル

「ピエゾon」をチェックし、「変形計算」を実行します．分極と電界が同一で静計算の場合は分極

を計算する必要はありません．

[計算結果のプロット]

変形図、応力のコンター図、電位、電界分布をプロットします．

１３－４．計算例 バイモルフの変形 （サンプルファイル：ﾊ ｲ゙ﾓﾙﾌ 1a.m dl,ﾊ ｲ゙ﾓﾙ ﾌ 2a.m dl,計算結

果ﾊ ｲ゙ﾓﾙ ﾌ 1a.out ,ﾊ ｲ゙ﾓﾙ ﾌ 2a.out）

大きさ50W ×1H×10Dm m のシリーズ型バイモルフの上下面電極に100V の電圧を印加したとき

の変形を求めます．３D イメージを下図に示します（計算モデルは２D）．



解析手順

表示を「電場計算用語」に変更します

[要素次数]

要素タイプを２次要素に変更します．

[要素の作成]

グリッド分割 100、描画スケール 0.1 として、高さ0.001,幅 0.05 の要素を1つ作成し、その要素

を高さ方向に4、幅方向に10 分割します．

[電場物性値、境界条件、分極計算]

1.誘電率 1.81E‐8 を全要素に与え、電極部分に0V（中央）,100V（上端および下端）の電位を与

えます（この例では分極の非線形性を考慮しないため値は任意）．

2.「分極計算 on」をチェックして分極を計算します．

[境界条件、電場計算]

1.分極の計算で設定した電位をすべて削除します．

2.新たに下端の電極に0V,上端の電極に100V を与えます．

3.「分極計算 on」のチェックをはずして「電場計算」を実行します．

[メカニカル物性値、境界条件、ピエゾ物性値]

1.ヤング率（5.2e10）、ポアソン比（0.3）、板厚（0.01）を全要素に与えます．

2.左端のすべての節点のｘ、ｙを拘束（変位=0）します．

3.すべての要素にd31（‐1.95E‐10）、d33（3.6E‐10）を与えます．

[メカニカル計算実行]

1.計算タイプを「平面応力」に設定します．

2.「ピエゾon」をチェックし、「変形計算」を実行 します．



[計算結果のプロット]

変形図、電位（温度）分布をプロットします．

＊本例のような「曲げ」が支配的な場合に純 1次要素を使用すると、曲げに対して固めの結果（変

位小）になります．1 次要素を使用する場合は相当量のメッシュ分割が必要です．

＊本例の変形計算では、分極および電界の計算結果を使用します．「変形計算モデル」(ﾊ ｲ゙ﾓﾙ ﾌ

2a_v4.m dl)には電界計算結果が保存されていない点に留意する必要があります．

１３－５．計算例 ピエゾ圧電 （サンプルファイル：vgen41.m dl,vgen42.m dl,計算結果 vgen41.out ,

vgen42.out）

大きさ4W×10H×4Dm m の圧電素子に圧力 30M Pa を加えたときの発生電圧を求めます（計算モ

デルは２D）．

解析手順

表示を「電場計算用語」に変更します

[要素の作成]

描画スケール 0.01 として、幅 0.004、高さ0.01、板厚 0.004 の要素を1 つ作成し、その要素を幅

方向に4 分割、高さ方向に10 分割します．

[電場物性値、境界条件、分極計算]



1.誘電率 1.81E‐8 を全要素に与え、下部電極部分に0V,上部電極に100V の電位を与えます（こ

の例では分極の非線形性を考慮しないため値は任意）．

2.「分極計算 on」をチェックして分極を計算します．

[メカニカル物性値、境界条件、ピエゾ物性値]

1.ヤング率（5.2E10）、ポアソン比（0.3）、板厚（0.004）を全要素に与えます．

2.下端のすべての節点のｙを拘束（変位=0）します．ただし、左端の節点のみは、x,yの両方を拘

束します．

3.上端に圧力 30E6 を加えます．

4.すべての要素にd31（‐1.95E‐10）、d33（3.6E‐10）を与えます．

5.分極の計算で設定した上部電極の電位を削除します．下部電極は基準電位（0V）として残して

おきます．

[ピエゾ連成計算]

1.計算タイプを「平面応力」に設定します．

2.「繰り返し数」を5 として、「ピエゾ連成計算」を実行します．

[計算結果のプロット]

変形図、電位分布をプロットします．

＊計算結果の最大変位（3.62E‐6）よりヤング率を逆算すると8.3E10 となり、ピエゾ内部での電荷発

生にもとずく抗力によってヤング率が、見かけ上、大きくなることが分かります．

１３－６．その他の計算例

・ネガティブポアソン比 NPG rid.m dl,NPG rid.out

・縮退２次要素を用いた計算 Shukutai.m dl,Shukutai.out

・フックの固有値計算 Hook.m dl,Hook.out

・熱過渡計算 Heat4_tran.m dl,Heat4_tran.out

・ソナーのピエゾ連成動計算 Sonar_dyn.m dl,Sonar_dyn.out

・バイモルフのピエゾ連成動計算 ﾊ ｲ゙ﾓﾙﾌ 2a_dyn.m dl,ﾊ ｲ゙ﾓﾙ ﾌ 2a_dyn.out

・オートメッシュ使用例 Hasam i.m dl,Hasam i.out

・ピエゾの調和応答計算 Vgen42_harm .m dl,Vgen42_harm .out

１４．PolarFEM のファイルフォーマット

1４-１．ファイルの種類

解析データを保存するファイルは、ファイルの拡張子で区別して、

*.m dl ：解析モデルデータ保存用ファイル

*.out ：計算結果データ保存用ファイル

の２種類があります．いずれのファイルも、テキストファイルで、先頭行から「解析モデルデータ」

が複数行書かれており、*.outファイルでは、その後に、「計算結果データ」が複数行続きます．

（「解析モデルデータ」部分は共通フォーマット）

1４-２．キーワード行とデータ行

いずれのファイルも、キーワード行と必要行数のデータ行の組み合わせの連続になっています．

現在、キーワードとしては以下の英字が用意されています．

version(Polarのバージョン),title(タイトル),m axim um (最大数),param eter(パラメー

タ),coordinate(節点座標),connectivity(要素コネクティビティ),e_property（要素特



性）,m _m aterial(機械的物性値),t_m aterial(熱伝導物性値),p_m aterial(ピエゾ物性

値),e_tem perature(要素温度),constraints(拘束条件),tienode(タイイング),force(荷

重),n_tem perature(節点温度),n_generation（節点発熱）,h_transfer(熱伝達),e_generation(要素

発熱),polar（分極）,infinite（無限要素）,infcoeff（極補正）,static(静計算設定)dynloads(動計算

設定),extdll(PolarEXT),line(直線),arc(円弧),autom esh(オートメッシュ),output(計算結果パラメ

ータ),displacem ent(変位),strain(ひずみ),stress(応力),o_tem perature(節点温度),gradient(温度

勾配),dynam ics(ピエゾ動計算),transient(熱過渡計算),harm onic(調和応答計算),eigen(固有

値計算),iter_displacem ent(変位),iter_tem perature(温度),iter_strain(ひずみ),iter_stress(応

力),iter_gradient(温度勾配)

＊バージョン、パラメータ、および要素形状に関する、以下のキーワード行の記述は必須で、記

述する順序も変更することはできません．

version ,m axim um ,param eter,coordinate ,connectivity

ただし、要素がない場合は、coordinate,connectivity は省略可能です．上記以外のキーワード行

とそれに伴うデータ行は省略可能（ファイル読込可能）です．

1４-３．ファイルへの記述例

境界条件として、３つの節点に以下の荷重が与えられている場合、

節点番号 11 番にy方向荷重 50

節点番号 12 番にy方向荷重 100

節点番号 13 番にy方向荷重 50

この境界条件のファイルへの記述は以下のようになります．

・

・（前のデータ行）

force <N / Node-NO ,Fx,Fy> ：キーワード行

3 ：データ行 荷重数＝３ （以下、３行のデータ行が続く）

11,0,50 ：データ行 節点番号 11、x方向荷重 0、y方向荷重 50

12,0,100 ：データ行 節点番号 12、x方向荷重 0、y方向荷重 100

13,0,50 ：データ行 節点番号 13、x方向荷重 0、y方向荷重 50

・（次のキーワード行）

・

＊「force」につづく「<N / Node-NO ,Fx,Fy>」はコメントで、５文字のキーワード「force」のみが有

効

＊キーワード行のコメントで「,」は同じ行で「,」で区切りながら連続して記述、また「/」は改行を意

味します．

＊個々の記述は「計算例」の.m dlあるいは.outファイルをテキストエディタで参照してください．

１５．ユーザーコーディング PolarEXT

ユーザーが PolarFEM の諸変数を用いてコーディングすることによって、PolarFEM と外部系(コー

ディング)との接続が可能となります．コーディングされたコードを Dll の形でビルドすれば

（PolarEXT.dll）、PolarFEM から計算反復毎に呼び出されます．コーディングはあらかじめ用意され

たサンプルコード（VisualC ++）を編集することで容易に作成できます．

＊扱っている変数や使用方法などは、ファイル PolarEXT.cpp のコメントを参照してください(テキス

トエディタで参照可)．PolarEXT.dllの作成は、PolarEXT ディレクトリすべてを別名でコピーし、その

中の PolarEXT.dsw をＶｉｓｕａｌＳｔｕｄｉｏで編集してください．編集した後、Release W in32 でビルドし、

生成された PolarEXT.dllを、アプリケーション使用時に、「ＰｏｌａｒＥＸＴの設定」パネルにて実行用

PolarEXT.dllにコピーして下さい。



例として、計算例ピエゾスタックの動計算（Stack.m dl）において、ピエゾ上端にバネ-マス系を接続

した場合のコード例（コーディング部分）を示します．

//
//------ この部分にコードを追加してください(ユーザーコーディング) ------
//
if((iCALM == 1) | (iCALT == 0)) //1 反復毎、電界計算終了直後に PolarEXT を 1 回実行
{

ERROR = 1;
return ERROR;

}
//
int i;
int node1 = 632,node2 = 633,node3 = 634; //バネを接続する節点の番号
double u,up,y,ydot; //マスとピエゾ上端の変位,マスの速度(y=dx/dt),加速度
double uu,yy;
double k = 1.0e7,kp = 5.0e7,m = 0.01,c = 10.0; //バネ定数,質量,ダンピング
double f,fp,fc,fn,dt,r[5],d[5];
static double statU,statY; //static な(値を保持できる)変数
//
dt = dTIME;
up = *(dUY + node2); //バネを接続した節点の変位
//
//初期化
//
if(iINC == 1)
{

u = 0.0;
y = 0.0;

}
else
{

u = statU;
y = statY;

}
//
//ルンゲクッタ
//
for(i = 1 ; i <= 4 ; i++)
{

if(i == 1)
{

uu = u;
yy = y;

}
else if((i == 2) | (i == 3))
{

uu = u + d[i - 1] / 2.0;
yy = y + r[i - 1] / 2.0;

}



else
{

uu = u + d[3];
yy = y + r[3];

}
f = -k * uu;
fp = -kp * (uu - up);
fc = -c * yy;
ydot = (f + fp + fc) / m;
d[i] = yy * dt;
r[i] = ydot * dt;

}
u = u + (d[1] + 2.0 * (d[2] + d[3]) + d[4]) / 6.0;
y = y + (r[1] + 2.0 * (r[2] + r[3]) + r[4]) / 6.0;
//
//dTIME 後の変位,速度,力
//
statU = u;
statY = y;
*(dWOUT ) = u;
*(dWOUT + 1) = y;
*(dWOUT + 2) = up;
*(dWOUT + 3) = -k * u;
fn = kp * (u - up);
*(dWOUT + 4) = -fn;
*(dFY + node1) = 0.25 * fn; //バネを接続した節点 1に加える力
*(dFY + node2) = 0.5 * fn; //バネを接続した節点 2に加える力
*(dFY + node3) = 0.25 * fn; //バネを接続した節点 3に加える力
*(iIDF + node1) = 1;
*(iIDF + node2) = 1;
*(iIDF + node3) = 1;
//
//----------------------------------------------------------------------
//


