
正準判別分析（重判別分析） 
 

変量数を P、群の数をｇ、各群ｋ＝１～ｇのデータ数をｎｋ とする。 

 

第ｋ群（ｋ＝１～ｇ）のデータを、 

 

    [

𝑥1,1
(𝑘)

⋯ 𝑥1,𝑃
(𝑘)

⋮ ⋱ ⋮

𝑥𝑛𝑘 ,1
(𝑘)

⋯ 𝑥𝑛𝑘,𝑃
(𝑘)

]  

 

とする。 

全データ数 𝑛 =  ∑ 𝑛𝑘
𝑔
𝑘=1  とする。 

 

各群の（母）分散共分散行列は等しいとする。すなわち、 

∑(1)＝∑(2)＝・・・＝∑(𝑔)＝ [

𝜎1,1
2 ⋯ 𝜎1,𝑃

2

⋮ ⋱ ⋮
𝜎𝑃,1

2 ⋯ 𝜎𝑃,𝑃
2

]＝∑ 

とする。 

 

第ｋ群の平均ベクトル 

{m}(k)＝{
𝑚1

(k)

⋮

𝑚𝑃
(𝑘)

} ， 𝑚𝑗
(𝑘)

＝ 
１

𝑛𝑘
∑ ｘ

𝑖,𝑗

(𝑘)𝑛𝑘
𝑖=1  ，j = 1~P 

 

全体の平均ベクトル 

{𝑚}＝{

𝑚1

⋮
𝑚𝑃

} ， 𝑚𝑗＝ 
１

𝑛
∑ (

𝑔
𝑘=1  ∑ ｘ

𝑖,𝑗

(𝑘)
  )

𝑛𝑘
𝑖=1  ，j = 1~P 

 

とする。 

𝑀(𝑘)＝[
𝑚1

(𝑘)
⋯ 𝑚𝑃

(𝑘)

⋮ ⋱ ⋮

𝑚1
(𝑘)

⋯ 𝑚𝑃
(𝑘)

]        (𝑛𝑘, 𝑝) 行列  

 

 𝐶(𝑘)＝X(k) − M(k)＝ [

𝑥1,1
(𝑘)

− 𝑚1
(𝑘)

⋯ 𝑥1,𝑝
(𝑘)

− 𝑚𝑃
(𝑘)

⋮ ⋱ ⋮

𝑥𝑛𝑘,1
(𝑘)

− 𝑚1
(𝑘)

⋯ 𝑥𝑛𝑘,𝑝
(𝑘)

− 𝑚𝑃
(𝑘)

] (𝑛𝑘, 𝑝) 行列 

𝑆(𝑘) ＝(𝐶(𝑘))
𝑡
 𝐶(𝑘)       (𝑝, 𝑝) 行列  

𝑉(𝑘) ＝
𝑆(𝑘)

    𝑛𝑘 −1    
     (𝑝, 𝑝) 行列    不偏分散共分散行列 

 



Ｗ ＝∑ 𝑆(𝑘)𝑔
𝑘=1     (𝑝, 𝑝) 行列    群内変動 

Ｖ ＝
Ｗ

𝑛−𝑔
           (𝑝, 𝑝) 行列    群内分散 

群間変動について 

𝐷(𝑘)＝[

𝑚1
(𝑘)

−𝑚1 ⋯ 𝑚𝑃
(𝑘)

−𝑚𝑝 

⋮ ⋱ ⋮

𝑚1
(𝑘)

−𝑚1 ⋯ 𝑚𝑃
(𝑘)

−𝑚𝑝 

]  𝑘 = 1~𝑔 , (𝑛𝑘, 𝑝)行列 

𝐸(𝑘) ＝(𝐷(𝑘))
𝑡
 𝐷(𝑘)       (𝑝, 𝑝)行列  

𝐵 ＝∑ 𝐸(𝑘)𝑔
𝑘=1       (𝑝, 𝑝)行列    群間変動 

 

  Ｐ次元のベクトル {a}＝{

𝑎1

⋮
𝑎𝑃

} を考え 

群ｋのデータ (ｘ
𝑖,1

(𝑘)
,ｘ

𝑖,2

(𝑘)
，．．．，ｘ

𝑖,ｐ

(𝑘)
   ) (i=1～𝑛𝑘)を {a} に射影した変量 

（スカラー）を 

    𝑧𝑖
(𝑘)

 = (ｘ
𝑖,1

(𝑘)
,ｘ

𝑖,2

(𝑘)
，．．．，ｘ

𝑖,ｐ

(𝑘)
   ) {

𝑎1

⋮
𝑎𝑃

}   

群内変動の拘束条件を 

   {a}𝑡 Ｗ {a} ＝ １ 

とする。 

群間変動を {a}𝑡Ｂ{a}、 群内変動を {a}𝑡Ｗ {a} とし、 

ｈ ({a}，λ)＝
{a}

𝑡Ｂ{a}

{a}
𝑡Ｗ {a}

 −  𝜆 ({a}
𝑡Ｗ {a} −１) 

を最大にする {a} を求める。 

 

𝜕ｈ({a}，λ)

𝜕{a}
＝2Ｂ{a} − 2λＷ {a} = {0} となり、 

 

{a} ≠ {0}、Ｂ{a}＝λＷ {a} であるから、Ｗ
−1
Ｂ{a}＝λ {a} 

という固有値問題となる。 

 

Ｗ
−1
Ｂ の rank は ｑ＝min (𝑝, 𝑔 − 1) なので、 

Ｗ
−1
Ｂ の固有値を {𝜆}＝{

𝜆1

⋮
𝜆𝑞

} 、 

固有ベクトルを (   {𝒂𝟏 }, ．.  , {𝒂𝒒 }  )  とする。 

 

 



ℓ＝１～ｑ，{𝑎ℓ̃}＝
{𝑎ℓ}

√{𝑎ℓ}
𝑡

𝑊{𝑎ℓ}

𝑛−𝑔

＝{ 
𝑎1

ℓ̃

⋮

𝑎𝑃
ℓ̃

 }  とする。 

  𝑘＝1～𝑔，ℓ＝1～𝑞，𝑖 = 1~𝑛𝑘 の正準スコア 𝑧𝑖,ℓ
(𝑘)

 は 

𝑧𝑖,ℓ
(𝑘)

 ＝ {

ｘ 
𝑖,1

(𝑘)
− 𝑚1

⋮

ｘ
𝑖,𝑃

(𝑘)
− 𝑚𝑃

}

𝑡

{𝑎ℓ̃}  =  {

ｘ 
𝑖,1

(𝑘)

⋮

ｘ
𝑖,𝑃

(𝑘)

}

𝑡

{𝑎ℓ̃} − {𝑚}𝑡{𝑎ℓ̃} 

   𝑎0,ℓ ＝ − {𝑚}𝑡{𝑎ℓ̃} とおけば、 𝑧𝑖,ℓ
(𝑘)

 ＝  𝑎0,ℓ ＋ {

ｘ 
𝑖,1

(𝑘)

⋮

ｘ
𝑖,𝑃

(𝑘)

}

𝑡

{𝑎ℓ̃} 

となる。 

群ごとの正準スコアの平均値を、𝑘＝1～𝑔，ℓ＝1～𝑞 について 

 𝑚𝑧ℓ
(𝑘)

 ＝  𝑎0,ℓ ＋ ({𝑚}(𝑘))
ｔ

{𝑎ℓ̃}、 𝑚𝑧
(𝑘)

 ＝ {

𝑚𝑧1
(𝑘)

⋮

𝑚𝑧𝑞
(𝑘)

} 

とし、ℓ1＝1～𝑞、ℓ2＝1～𝑞, 𝑘 = 1~𝑔  について 

[ｔ
ℓ1、ℓ2

（ｋ）
]  ＝ ({𝑎ℓ1̃

})
ｔ

 𝑆(𝑘) ({𝑎ℓ2̃
}) ＝ [

𝑡1,1
(𝑘)

⋯ 𝑡1,𝑞
(𝑘)

⋮ ⋱ ⋮

𝑡𝑞,1
(𝑘)

⋯ 𝑡𝑞,𝑞
(𝑘)

] 

     ｑxｑ行列の（ℓ1, ℓ2）成分 

𝑉𝑘̃    =    

    [

𝑡1,1
(𝑘)

⋯ 𝑡1,𝑞
(𝑘)

⋮ ⋱ ⋮

𝑡𝑞,1
(𝑘)

⋯ 𝑡𝑞,𝑞
(𝑘)

]      

𝑛𝑘−1
    また  ｒ

ℓ1,ℓ2

（ｋ）
＝

ｔ
ℓ1、ℓ2

（ｋ）

√ｔ
ℓ1、ℓ1

（ｋ）
・ｔ

ℓ2、2

（ｋ）

 

である。 

今、任意のデータ {ｘ}＝{

𝑥1

⋮
𝑥𝑝

} が与えられたときの正準スコアは 

     {𝑧} ＝ {

𝑧1

⋮
𝑧𝑞

}  ＝ {

𝑎0,1 + {ｘ}
𝑡
{𝑎1̃}

⋮

𝑎0,𝑞 + {ｘ}
𝑡
{𝑎𝑞̃}

} 

となる。 

また、各群の正準スコアの平均からのマハラノビス距離は 𝑘 = 1~𝑔 について 

      𝐷𝑘
2 ＝  {𝑧 − 𝑚𝑧

(𝑘)
}
ｔ

𝑉𝑘
̃ −1

 {𝑧 − 𝑚𝑧
(𝑘)

} 

である。 

 


