
回帰分析 
 

 

データ数を n、 説明変数の数を mとする。 

 

各データ(i=1～n)について 𝑦𝑖  ＝ 𝑎0  +  ∑  𝑎𝑗𝑥𝑖,𝑗  +  𝜀𝑖
𝑚
𝑗=1  とする。 

 

目的変数の標本値ベクトルを {𝑦} ＝ {

𝑦1

⋮
𝑦𝑛

}、 

説明変数の標本値を [𝑋]   ＝ [

1   𝑥1,1 ⋯  𝑥1,𝑚

⋮ ⋮ ⋮
1    𝑥𝑛,1 ⋯  𝑥𝑛,𝑚

   ] 

未知のパラメータを  {𝑎} ＝ {
𝑎0

⋮
𝑎𝑚

}、 

誤差を {𝜀} ＝ {

𝜀1

⋮
𝜀𝑛

} として、任意の i,j (i,j = 1～ｎ) について 

    ・Ｅ(εi)＝０   誤差の平均は 0 

    ・Ｅ(εi
2)＝σ2   誤差の分散は同じ 

    ・Ｅ(εiεj)＝０(i≠j) 誤差 εi とεjとは独立 

    ・εi は正規分布をする 
とする。 

上式は {𝑦} =  [𝑋] {𝑎} + {𝜀} となる。 

ここで、𝑄 =   {𝜀}ｔ{𝜀}  =  ({𝑦} − [𝑋] {𝑎})
𝑡
({𝑦} − [𝑋] {𝑎})  

 

が 最少となる {𝑎} を求める。 

 

𝑄 =  ({𝑦} − [𝑋] {𝑎})𝑡({𝑦} − [𝑋] {𝑎}) 

            = ({𝑦}ｔ − {𝑎}ｔ[𝑋]ｔ )({𝑦} − [𝑋] {𝑎}) 

          = {𝑦}ｔ{𝑦} − 2{𝑎}ｔ[𝑋]ｔ{𝑦} + {𝑎}ｔ[𝑋]ｔ[𝑋] {𝑎} 
 

となり 
𝜕𝑄

𝜕{𝑎}
 =  −2[𝑋]ｔ{𝑦} + 2 [𝑋]ｔ[𝑋] {𝑎}  =  {0} 

として、結局、 [𝑋]ｔ[𝑋] {𝑎} ＝ [𝑋]ｔ{𝑦}  となる。 

つまり、 {𝑎} ＝ ([𝑋]ｔ[𝑋])
−1

[𝑋]ｔ{𝑦}  である。 

 



  上記で計算された {𝑎} を用いた 推定値を 

 

  𝑌𝑖  ＝ 𝑎0  +  ∑  𝑎𝑗𝑥𝑖,𝑗     （i = 1~n）𝑚
𝑗=1  

  また、 𝑌̅＝
１

ｎ
∑ 𝑌𝑖

𝑛
𝑖=1 、𝑦̅＝

１

ｎ
∑ 𝑦𝑖

𝑛
𝑖=1   として、 

   

  重相関係数 𝑅＝
∑ (𝑦𝑖−𝑦̅)(𝑌𝑖−𝑌̅)𝑛

𝑖=1

√( ∑ (𝑦𝑖−𝑦̅)2 )  ( ∑ (𝑌𝑖−𝑌̅)2 )𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

 

 

決定係数は 𝑅2
 

 

    自由度調整済み決定係数は 1.0－ 
𝑛−1

𝑛−𝑚−1
(1 − 𝑅2)  である 

 

  推定の有効性を分散分析を利用して検討する。 
 

  目的変数の全変動  ∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̅)2𝑛
𝑖=1   は、以下のように表現できる 

 

(Ａ) ＝∑ (yi − y̅)2
n

i=1
= ∑ (𝑦𝑖 − 𝑌𝑖 + 𝑌𝑖 − 𝑦̅)2

𝑛

𝑖=1
= ∑ (𝑦𝑖 − 𝑌𝑖 + 𝑌𝑖 − 𝑌̅)2

𝑛

𝑖=1
(∵ 𝑦̅  = 𝑌̅) 

 

                 = ∑ (𝑦
𝑖
− 𝑌𝑖)

2𝑛

𝑖=1
+ ∑ (𝑌𝑖 − 𝑌̅)

2𝑛

𝑖=1
                   (∵ ∑ (𝑦

𝑖
− 𝑌𝑖)(𝑌𝑖 − 𝑌̅)

𝑛

𝑖=1
= 0)     

    （Ｂ）    （Ｃ） 
 

   (Ａ) は一定で、（Ｂ）は残差の合計 (＝∑   𝜀2𝑛
𝑖=1 ) である。 

 

  つまり、（Ｂ）が小さければ 推定精度が良いことになる。 

 

 （Ｂ）を自由度 n – m – 1 で割った値を E ＝ (B)/(n – m – 1) 

 

 （Ｃ）を自由度 m で割った値を R = (C) / m とすると、 

 

Ｆ＝Ｒ／Ｅは 自由度（m，n – m – 1）のＦ分布に従うので、 

 

このＦ値に基づくｐ値が有意水準以下であれば、推定の有意性が認められる。 

 

  つまり帰無仮説 ： 𝑎𝑗 = 0（j = 1~m）が棄却される。 

 

  また 標準誤差は √𝐸  である。 

  



  次に偏回帰係数の有効性について検討する。 

 

  説明変数  𝑥𝑖，𝑥𝑗 との偏差積和を 

     𝑎𝑖,𝑗    = ∑ (𝑥𝑘,𝑖 − 𝑥𝑖̅)
𝑛

𝑘=1
(𝑥𝑘,𝑗 − 𝑥𝑗̅)                   (𝑥𝑖̅ =

1

𝑛
∑ 𝑥𝑘,𝑖

𝑛

𝑘=1
)  

 
    として 偏差積和行列 

 

 

        [ 𝐴] ＝ [

𝑎1,1 𝑎1,2 ⋯ 𝑎1,𝑚

𝑎2,1 𝑎2,2 ⋯ 𝑎2,𝑚

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑚,1 𝑎𝑚,2 ⋯ 𝑎𝑚,𝑚

]     𝑎𝑖,𝑗 = 𝑎𝑗,𝑖 

 

 

         [𝐴]−1 ＝ [

𝑎1,1 𝑎1,2 ⋯ 𝑎1,𝑚

𝑎2,1 𝑎2,1 ⋯ 𝑎2,𝑚

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑚,1 𝑎𝑚,1 ⋯ 𝑎𝑚,𝑚

] 

 

   𝑖 = 1~𝑚  については 

 𝑡𝑖 = 
𝑎𝑖  −  0.0 

√𝑎𝑖,𝑖𝐸

𝑛

 が自由度 n − m − 1 の t 分布に従うので、  

 

    計算されたｔ値から有意確率ｐを計算して、有意かどうかを検定できる。 

 

            𝑖 = 0  については 

𝑡0 =
𝑎0  −  0.0 

√ 
1

𝑛
 ( 1 + ∑ ∑ 𝑥̅𝑖

𝑚
𝑗=1

𝑚
𝑖=1 𝑥̅𝑗𝑎

𝑖,𝑗)𝐸

  

 

が自由度ｎ－ｍ－１のｔ分布に従うので、 

 

   計算されたｔ値から有意確率ｐを計算して、有意かどうかを検定できる。 

  



 

   また、𝑟𝑖,𝑗を 𝑥𝑖 と 𝑥𝑗 との相関係数、𝑟𝑖,𝑦 を 𝑥𝑖 と 𝑦 との相関係数として、 

 

   [ 𝑅] ＝

[
 
 
 
 
𝑟1,1 𝑟1,2 ⋯ 𝑟1,𝑚 𝑟1,𝑦

𝑟2,1 𝑟2,2 ⋯ 𝑟2,𝑚 𝑟2,𝑦

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑟𝑚,1 𝑟𝑚,2 ⋯ 𝑟𝑚,𝑚 𝑟𝑚,𝑦

𝑟𝑦,1 𝑟𝑦,2 ⋯ 𝑟𝑦,𝑚 𝑟𝑦,𝑦 ]
 
 
 
 

  

 

   [ 𝑅]−1 ＝

[
 
 
 
 
𝑟1,1 𝑟1,2 ⋯ 𝑟1,𝑚 𝑟1,𝑦

𝑟2,1 𝑟2,2 ⋯ 𝑟2,𝑚 𝑟2,𝑦

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑟𝑚,1 𝑟𝑚,2 ⋯ 𝑟𝑚,2 𝑟𝑚,𝑦

𝑟𝑦,1 𝑟𝑦,2 ⋯ 𝑟𝑦,𝑚 𝑟𝑦,𝑦 ]
 
 
 
 

 

 
としたとき、変数 𝑥𝑖  と 𝑦 との偏相関係数 𝑟𝑖𝑦・123…𝑖−1,𝑖+1…𝑚 は 

以下のように計算する。 

   𝑟𝑖𝑦・123…𝑖−1,𝑖+1…𝑚 = 
 −  𝑟𝑖,𝑦 

√𝑟𝑖,𝑖 √𝑟𝑦,𝑦 
 

 

 


