
二元配置分散分析（繰り返しのある） 
 

２つの要因 Ａ、Ｂ が関係するデータの分散分析を考慮する。 

要因Ａの水準の個数を 𝑛𝐴 、要因 Bの水準の個数を 𝑛𝐵 、 

要因Ａのｉ番目の水準をＡ
𝑖
 (𝑖 = 1~𝑛

𝐴
）、要因Ｂのｊ番目の水準をＢ

𝑗
 (𝑗 = 1~𝑛

𝐵
） 

と表わす。 

以降、ｉは要因Ａの水準の添字、ｊは要因Ｂの水準の添字 とする。 

また、要因 A の水準がＡ
𝑖
、要因 Bの水準がＢ

𝑗
での標本値を セル(𝑖, 𝑗)  の標本値と呼ぶ。 

各セルの標本数はすべて𝑛とし、セル(𝑖, 𝑗)のｋ番目（ｋ＝１～ｎ）の標本値を𝑋𝑖,𝑗,𝑘とする。 

全データの平均を 𝜇 =
∑ ∑ ∑ 𝑋𝑖,𝑗,𝑘

𝑛
𝑘=1

𝑛𝐵
𝑗=1

𝑛𝐴
𝑖=1

𝑛∗𝑛𝐴∗𝑛𝐵
 

要因 Aの水準Ａ
𝑖
の平均を  𝜇𝑖

𝐴 ＝ 
∑ ∑ 𝑋𝑖,𝑗,𝑘

𝑛
𝑘=1

𝑛𝐵
𝑗=1

𝑛∗𝑛𝐵
（i＝1～𝑛𝐴） 

要因 Bの水準𝐵𝑗の平均を  𝜇𝑗
𝐵 ＝ 

∑ ∑ 𝑋𝑖,𝑗,𝑘
𝑛
𝑘=1

𝑛𝐴
𝑖=1

𝑛∗𝑛𝐴
（j＝1～𝑛𝐵） 

セル(𝑖, 𝑗)の平均を  𝜇𝑖,𝑗
𝐴𝐵 ＝ 

∑ 𝑋𝑖,𝑗,𝑘
𝑛
𝑘=1

𝑛
   とする。 

標本値は 以下のように表示できる。 

𝑋𝑖,𝑗,𝑘  ＝ 𝜇 + 

               (𝜇𝑖
𝐴 −  𝜇) + 

               (𝜇𝑗
𝐵 −  𝜇) + 

     ( 𝜇𝑖,𝑗
𝐴𝐵 − 𝜇 − (𝜇𝑖

𝐴 −  𝜇) − (𝜇𝑗
𝐵 −  𝜇) ) + 

               𝑋𝑖,𝑗,𝑘 − 𝜇𝑖,𝑗
𝐴𝐵             ．．．（１） 

ここで 以下のように置き換える。 

𝑎𝑖  ≡ (𝜇𝑖
𝐴 −  𝜇) 

𝑏𝑗  ≡ (𝜇𝑗
𝐵 −  𝜇) 

(𝑎𝑏)𝑖,𝑗 ≡ 𝜇𝑖,𝑗
𝐴𝐵 − 𝜇 − (𝜇𝑖

𝐴 −  𝜇) − (𝜇𝑗
𝐵 −  𝜇) 

𝜀𝑖,𝑗,𝑘 ≡ 𝑋𝑖,𝑗,𝑘 − 𝜇𝑖,𝑗
𝐴𝐵 

式（１）は次のように記述できる。 

𝑋𝑖,𝑗,𝑘  ＝ 𝜇 + 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + (𝑎𝑏)𝑖,𝑗 + 𝜀𝑖,𝑗,𝑘     ．．．（２） 

   𝑎𝑖，𝑏𝑗，(𝑎𝑏)𝑖,𝑗 については以下が成り立つ。 

  ・ ∑ 𝑎𝑖
𝑛𝐴
𝑖=1  ＝ ０        ．．．（３） 

  ・ ∑ 𝑏𝑗
𝑛𝐵
𝑗=1  ＝ ０        ．．．（４） 

  ・ ∑ (𝑎𝑏)𝑖,𝑗
𝑛𝐴
𝑖=1  ＝ ０       ．．．（５） 

  ・ ∑ (𝑎𝑏)𝑖,𝑗
𝑛𝐵
𝑗=1  ＝ ０              ．．．（６） 

  （上記については 後段で証明） 

 



𝑋𝑖,𝑗,𝑘 − 𝜇 ＝ 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + (𝑎𝑏)𝑖,𝑗 + 𝜀𝑖,𝑗,𝑘 であるから 

(𝑋𝑖,𝑗,𝑘 − 𝜇)
2

 ＝ (𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + (𝑎𝑏)𝑖,𝑗 + 𝜀𝑖,𝑗,𝑘)
2

 

      ＝ 𝑎𝑖
2 + 𝑏𝑗

2 + (𝑎𝑏)𝑖,𝑗
2 + 𝜀𝑖,𝑗,𝑘

2 + 

                   2 ∗ 𝑎𝑖 ∗ 𝑏𝑗 + 

                    2 ∗ 𝑎𝑖 ∗ (𝑎𝑏)𝑖,𝑗 + 

                     2 ∗ 𝑎𝑖 ∗ 𝜀𝑖,𝑗,𝑘 + 

                    2 ∗ 𝑏𝑗 ∗ (𝑎𝑏)𝑖,𝑗 + 

                      2 ∗ 𝑏𝑗 ∗ 𝜀𝑖,𝑗,𝑘 + 

                       2 ∗ (𝑎𝑏)𝑖,𝑗 ∗ 𝜀𝑖,𝑗,𝑘 

従って 

∑ ∑ ∑ (𝑋𝑖,𝑗,𝑘 − 𝜇)
2𝑛

𝑘=1
𝑛𝐵
𝑗=1

𝑛𝐴
𝑖=1 ＝ ∑ ∑ ∑ (𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + (𝑎𝑏)𝑖,𝑗 + 𝜀𝑖,𝑗,𝑘)

2𝑛
𝑘=1

𝑛𝐵
𝑗=1

𝑛𝐴
𝑖=1  

  ＝ ∑ ∑ ∑ (𝑎𝑖
2 + 𝑏𝑗

2 + (𝑎𝑏)𝑖,𝑗
2 + 𝜀𝑖,𝑗,𝑘

2 )𝑛
𝑘=1

𝑛𝐵
𝑗=1

𝑛𝐴
𝑖=1  + 

∑ ∑ ∑ (2𝑎𝑖 ∗ 𝑏𝑗)𝑛
𝑘=1 +𝑛𝐵

𝑗=1
𝑛𝐴
𝑖=1     ．．．．（７） 

∑ ∑ ∑ (2 ∗ 𝑎𝑖 ∗ (𝑎𝑏)𝑖,𝑗)𝑛
𝑘=1 +𝑛𝐵

𝑗=1
𝑛𝐴
𝑖=1     ．．．．（８） 

∑ ∑ ∑ (2 ∗ 𝑎𝑖 ∗ 𝜀𝑖,𝑗,𝑘)𝑛
𝑘=1 +𝑛𝐵

𝑗=1
𝑛𝐴
𝑖=1     ．．．．（９） 

∑ ∑ ∑ (2 ∗ 𝑏𝑗 ∗ (𝑎𝑏)𝑖,𝑗)𝑛
𝑘=1 +𝑛𝐵

𝑗=1
𝑛𝐴
𝑖=1     ．．．．（１０） 

∑ ∑ ∑ (2 ∗ 𝑏𝑗 ∗ 𝜀𝑖,𝑗,𝑘)𝑛
𝑘=1 +𝑛𝐵

𝑗=1
𝑛𝐴
𝑖=1     ．．．．（１１） 

∑ ∑ ∑ ( 2 ∗ (𝑎𝑏)𝑖,𝑗 ∗ 𝜀𝑖,𝑗,𝑘)𝑛
𝑘=1

𝑛𝐵
𝑗=1

𝑛𝐴
𝑖=1     ．．．．（１２） 

 上記の（７）～（１２）はいづれも ０ である。したがって以下となる。 

            ∑ ∑ ∑ (𝑋𝑖,𝑗,𝑘 − 𝜇)
2𝑛

𝑘=1

𝑛𝐵

𝑗=1

𝑛𝐴

𝑖=1
 ＝ 

   ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑖
2

𝑛

𝑘=1
＋

𝑛𝐵

𝑗=1

𝑛𝐴

𝑖=1
∑ ∑ ∑ 𝑏𝑗

2
𝑛

𝑘=1
＋

𝑛𝐵

𝑗=1

𝑛𝐴

𝑖=1
∑ ∑ ∑ (𝑎𝑏)𝑖,𝑗

2
𝑛

𝑘=1
＋

𝑛𝐵

𝑗=1

𝑛𝐴

𝑖=1
∑ ∑ ∑ 𝜀𝑖,𝑗,𝑘

2
𝑛

𝑘=1

𝑛𝐵

𝑗=1

𝑛𝐴

𝑖=1
 

ST ≡ ∑ ∑ ∑ (𝑋𝑖,𝑗,𝑘 − 𝜇)
2𝑛

𝑘=1 ,
𝑛𝐵
𝑗=1

𝑛𝐴
𝑖=1  SA ≡ ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑖

2𝑛
𝑘=1 ,

𝑛𝐵
𝑗=1

𝑛𝐴
𝑖=1  SB ≡ ∑ ∑ ∑ 𝑏𝑗

2𝑛
𝑘=1 ,

𝑛𝐵
𝑗=1

𝑛𝐴
𝑖=1   

SAxB ≡ ∑ ∑ ∑ (𝑎𝑏)𝑖,𝑗
2  ,   SE ≡   ∑ ∑ ∑ 𝜀𝑖,𝑗,𝑘

2𝑛
𝑘=1

𝑛𝐵
𝑗=1

𝑛𝐴
𝑖=1    𝑛

𝑘=1
𝑛𝐵
𝑗=1

𝑛𝐴
𝑖=1  とすると 

  ST ＝ SA ＋ SB ＋ SAxB ＋ SE となる。 

    上記のそれぞれの自由度を 

  dfT＝ 𝑛 ∗  𝑛𝐴 ∗ 𝑛𝐵 − 1、dfA＝ 𝑛𝐴 − 1、 dfB＝ 𝑛𝐵 − 1、 dfAxB＝ (𝑛𝐴 − 1)(𝑛𝐵 − 1)      

  dfE＝ df 𝑇  − df 𝐴  − df 𝐵  −  df AxB として。 

  SSA ≡ SA/dfA 、SSB ≡ SB/dfB、SSAxB ≡ SAxB/dfAxB、SS𝐸 ≡ SE/dfE とすると、  

 
SSA

SS𝐸
 は自由度(dfA、dfE) の F 分布に従う。 

 
SS
Ｂ

SS𝐸
 は自由度(dfB、dfE) の F 分布に従う。 

 
SS

AxＢ

SS𝐸
 は自由度(dfAxB、dfE) の F 分布に従う。 

上記３つのＦ値に基づくｐ値が有意水準以下であれば、それぞれにつき有意性が 

認められる。 

 



以降では （３）～（１２）が ０ であることを示す。 

（数式の表示の仕方が異なるので注意） 

 

式（３） Σiａi ＝ ０ を示す。 

  Σi(μＡ
i*(ｎ*ｎB)) ＝（ΣiΣjΣkＸijk）＝ μ*(ｎ*ｎA*ｎB) ということは 

(ｎ*ｎB)*ΣiμＡ
i ＝ (ｎ*ｎB)*μ*ｎA  となるので、 

ΣiμＡ
i ＝μ*ｎA つまり Σi(μＡ

i－μ)＝０．したがって Σiａi＝０． 

 

式（４） Σjｂj ＝ ０ を示す。 

  Σj(μＢ
j*(ｎ*ｎA)) ＝（ΣiΣjΣkＸijk）＝ μ*(ｎ*ｎA*ｎB) ということは 

(ｎ*ｎA)*ΣjμＢ
j ＝ (ｎ*ｎA)*μ*ｎB  となるので、 

ΣjμＢ
j ＝μ*ｎB つまり Σj(μＢ

j－μ)＝０．したがって Σjｂj＝０． 

 

式（５） Σi (ａｂ)ij ＝ ０ を示す。 

(ａｂ)ij ＝（μＡＢ
ij－μ－(μＡ

i－μ)－(μＢ
j－μ)）＝（μＡＢ

ij－μ）－ａi－ｂj  

Σi (ａｂ)ij ＝ Σi（μＡＢ
ij－μ）－ Σiａi － Σiｂj  

Σi (ａｂ)ij ＝ Σi（μＡＢ
ij－μ）－ Σiｂj   （ ∵） Σiａi ＝０ ） 

Σi (ａｂ)ij ＝ Σi（μＡＢ
ij－μ）－ Σi（μＢ

j－μ） 

Σi (ａｂ)ij ＝ Σi（μＡＢ
ij－μＢ

j ） 

   一方 Σi（ｎ*μＡＢ
ij) ＝ ΣiΣkＸijk ＝ ｎ*ｎA*μＢ

j なので 

ｎ*ΣiμＡＢ
ij －ｎ*ｎA*μＢ

j ＝ ０ 

     ｎ*ΣiμＡＢ
ij －ｎ*ΣiμＢ

j ＝ ０ 

     ΣiμＡＢ
ij －ΣiμＢ

j ＝ ０ 

     Σi（μＡＢ
ij －μＢ

j)＝ ０ 

   となるから、 

Σi (ａｂ)ij ＝Σi（μＡＢ
ij－μＢ

j ）＝０ となる。 

 

式（６） Σj (ａｂ)ij ＝ ０ を示す。式（５）の場合と同様に、 

Σj (ａｂ)ij ＝ Σj（μＡＢ
ij－μ）－ Σjａi － Σjｂj  

Σj (ａｂ)ij ＝ Σj（μＡＢ
ij－μ）－ Σjａi   （ ∵） Σjｂj ＝０ ） 

Σj (ａｂ)ij ＝ Σj（μＡＢ
ij－μ）－ Σj（μＡ

i－μ） 

Σj (ａｂ)ij ＝ Σj（μＡＢ
ij－μＡ

i ） 

   一方 Σj（ｎ*μＡＢ
ij) ＝ ΣjΣkＸijk ＝ ｎ*ｎB*μＡ

i なので 

ｎ*ΣjμＡＢ
ij －ｎ*ｎB*μＡ

i ＝ ０ 

     ｎ*ΣjμＡＢ
ij －ｎ*ΣjμＡ

i ＝ ０ 

     ΣjμＡＢ
ij －ΣjμＡ

i ＝ ０ 

     Σj（μＡＢ
ij －μＡ

i)＝ ０ 

となるから、Σj (ａｂ)ij ＝ Σj（μＡＢ
ij－μＡ

i ）＝０ となる。 

 



（７）式 ΣiΣjΣk ａi*ｂj ＝０ 

∵）ΣiΣjΣk ａi*ｂj  ＝  ΣiΣj（ｎ * ａi * ｂj） 

            ＝ ｎ*ΣiΣj（ａi * ｂj） 

＝ ｎ*Σiａi（Σj ｂj）＝ ０ 

 

（８）式 ΣiΣjΣk ａi * (ａｂ)ij  ＝０ 

∵）ΣiΣjΣk ａi * (ａｂ)ij  ＝ ΣiΣj（ｎ * ａi * (ａｂ)ij ） 

＝ ｎ*ΣiΣj（ａi * (ａｂ)ij ） 

＝ ｎ*Σiａi（ Σj (ａｂ)ij ）＝ ０ 

 

（９）式 ΣiΣjΣk（ ｂj * (ａｂ)ij ） ＝０ 

∵）ΣiΣjΣk（ｂj * (ａｂ)ij ）＝ ΣjΣi （ ｎ * ｂj * (ａｂ)ij  ） 

＝ ｎ * ΣjΣi（ｂj * (ａｂ)ij ） 

＝ ｎ * Σj ｂj * (Σi (ａｂ)ij ）＝ ０ 

 

（１０）式 ΣiΣjΣk（ａi * εijk ）＝０ 

∵）ΣiΣjΣk（ａi *εijk ） ＝ ΣiΣjΣk（ａi *（Ｘijk －μＡＢ
ij）） 

＝ ΣiａiΣjΣk（Ｘijk －μＡＢ
ij ） 

＝ ΣiａiΣj（ΣkＸijk  － ΣkμＡＢ
ij ） 

＝ ΣiａiΣj（ｎ*μＡＢ
ij － ｎ*μＡＢ

ij） 

＝ ０ 

 

（１１）式 ΣiΣjΣk（ｂj *εijk ）＝０ 

∵）ΣiΣjΣk（ｂj * εijk ） ＝ ΣiΣjΣk（ｂj *（Ｘijk －μＡＢ
ij ）） 

＝ ΣiΣjｂj Σk（Ｘijk －μＡＢ
ij ） 

＝ ΣiΣjｂj（ΣkＸijk －ΣkμＡＢ
ij ） 

＝ ΣiΣjｂj（ｎ * μＡＢ
ij － ｎ * μＡＢ

ij） 

＝ ０ 

 

（１２）式 ΣiΣjΣk（(ａｂ)ij * εijk ）＝０ 

∵）ΣiΣjΣk（(ａｂ)ij * εijk ） ＝ ΣiΣjΣk（(ａｂ)ij *（Ｘijk －μＡＢ
ij ）） 

＝ ΣiΣj(ａｂ)ijΣk（Ｘijk －μＡＢ
ij ） 

＝ ΣiΣj(ａｂ)ij（ΣkＸijk －ΣkμＡＢ
ij ） 

＝ ΣiΣj(ａｂ)ij（ｎ * μＡＢ
ij － ｎ * μＡＢ

ij） 

＝ ０ 

 


