
数量化Ⅰ類 
 

データ数を n、 要因数を R、要因 j(j=1～R）のカテゴリ数を Cj とする。 

各データ(i=1～n)について  𝑦𝑖̂ ＝ ∑ ∑ 𝑎𝑗,𝑘𝛿𝑖(𝑗, 𝑘)  + 𝜀𝑖
𝐶𝑗
𝑘=1

𝑅
𝑗=1  とする。 

    𝐶𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = ∑ 𝐶𝑗 
𝑅
𝑗=1   とする。 

任意の i、j、k について、  𝛿𝑖(𝑗, 𝑘) =０ 𝑜𝑟１ であり、 

任意の i、j について、  ∑ 𝛿𝑖(𝑗, 𝑘)＝１
𝐶𝑗
𝑘=1

 であるべき。 

 

ベクトル {𝑦̂} ＝ {
𝑦̂1
⋮
𝑦̂𝑛

}、  {𝑎} ＝ 

{
  
 

  
 
𝑎1,1
⋮

𝑎1,𝑐1
⋮
𝑎𝑅,1
⋮

𝑎𝑅,𝑐𝑅}
  
 

  
 

、  {𝜀} ＝ {

𝜀1
⋮
𝜀𝑛
}、 

 

また、 [∆]   ＝ [
𝛿1(1,1) ⋯ 𝛿1(1, 𝐶1)

⋮ ⋯ ⋮
𝛿𝑛(1,1) ⋯ 𝛿𝑛(1, 𝐶1)

   ⋯⋯⋯  
𝛿1(𝑅, 1) ⋯ 𝛿1(𝑅, 𝐶𝑅)

⋮ ⋯ ⋮
𝛿𝑛(𝑅, 1) ⋯ 𝛿𝑛(𝑅, 𝐶𝑅)

] 

 

とすると、上式は {𝑦̂} =  [∆] {𝑎} + {𝜀} となる。 

ここで、𝑄 =   {𝜀}ｔ{𝜀}  =  ({𝑦̂} − [∆] {𝑎})
𝑡
({𝑦̂} − [∆] {𝑎})  

 

が 最少となる {𝑎} を求める。 

    𝑄    =  ({𝑦̂} − [∆] {𝑎})
𝑡
({𝑦̂} − [∆] {𝑎}) 

= ({𝑦̂}ｔ − {𝑎}ｔ[∆]
ｔ
 )({𝑦̂} − [∆] {𝑎}) 

= {𝑦̂}ｔ{𝑦̂} − 2{𝑎}ｔ[∆]
ｔ
{𝑦̂} + {𝑎}ｔ[∆]

ｔ
[∆] {𝑎} 

 

となり 
𝜕𝑄

𝜕{𝑎}
 =  −2[∆]ｔ{𝑦̂} + 2 [∆]ｔ[∆] {𝑎}  =  {0} 

結局、 [∆]ｔ[∆] {𝑎} ＝ [∆]ｔ{𝑦̂}  となる。 

 

 

ここで 上記の [∆] のランクについて検討事項がある。 

 

 

 

 

 



要因ｊ、カテゴリーｋについての列ベクトルを 

 

  {𝛿𝑗,𝑘} = {
𝛿1(𝑗, 𝑘)

⋮
𝛿𝑛(𝑗, 𝑘)

} と表現する。 

 

この列ベクトル {𝛿𝑗,𝑘} について調べる。 

 

（１） 同一のｊについて Cj 個の列ベクトル {𝛿𝑗,𝑘} は 互いに一次独立。 

   まず、∑ {𝛿𝑗,𝑘}
𝐶𝑗
𝑘=1

= {
1
⋮
1
} であり、また任意のｋについて 

 

    {𝛿𝑗,𝑘} ≠ {
0
⋮
0
} であり、{𝛿𝑗,𝑘} ≠ {

1
⋮
1
} である。つまり、{𝛿𝑗,𝑘}  

 

の中のどれかの i成分は １ を取る。 

 

もし、{𝛿𝑗,𝑘}が一次従属なら、例えば、ｋ＝１～Cj の中のｋ１ について 

 

  {𝛿𝑗,𝑘1} が、他のベクトル 

 

 {𝛿𝑗,𝑘}  ( 𝑘 = 1,… ,  𝑘1 − 1,  𝑘1 + 1,…  , 𝐶𝑗   ) の一次結合で 

 

表現できることになる。 

    

しかし、{𝛿𝑗,𝑘1} の中の零でない 第ｉ成分について考えると、 

    
𝛿𝑖(𝑗, 𝑘1) は１で、 

 

それ以外の    𝛿𝑖(𝑗, 𝑘)    ( 𝑘 = 1,… ,  𝑘1 − 1,  𝑘1 + 1,…  , 𝐶𝑗  ) 
 

は ０ であるから、 

 

{𝛿𝑗,𝑘}  ( 𝑘 = 1,… ,  𝑘1 − 1,  𝑘1 + 1,…  , 𝐶𝑗   )  による 
 

一次結合は成り立たないことになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 



（２） 異なる 2つの要因 j1、j2 についての列ベクトル 

 

{𝛿𝑗1,𝑘} ｋ＝１～𝐶𝑗1 と {𝛿𝑗2,𝑘} ｋ＝１～𝐶𝑗2 との間では 1 次従属である。 

 

∑ {𝛿𝑗1,𝑘}
𝐶𝑗1
𝑘=1

= {
1
⋮
1
}  ，∑ {𝛿𝑗2,𝑘}

𝐶𝑗2
𝑘=1

= {
1
⋮
1
} であるから、要因 j2 の 

 

中の 1つのベクトルｋ
̃
 番目のベクトル {𝛿𝑗2,𝑘̃} は 

 

{𝛿𝑗2,𝑘̃}＝∑ {𝛿𝑗1,𝑘}
𝐶𝑗1

𝑘=1
−∑ {𝛿𝑗2,𝑘}

𝐶𝑗2

𝑘=1
 (ただし𝑘 ≠ 𝑘̃) 

 
となるから。 

 

したがって、要因 j=1 のベクトルはそのままに、j=2～R については、 

ｋ＝１のベクトルを除いた行列を作成する。 

 

[∆̃]  ＝ [

𝛿1(1,1) … 𝛿1(1, 𝐶1) 𝛿1(2,2)… 𝛿1(2, 𝐶2)      𝛿1(𝑅, 2)… 𝛿1(𝑅, 𝐶𝑅)
… …

𝛿𝑛(1,1)… 𝛿𝑛(1, 𝐶1) 𝛿𝑛(2,2)… 𝛿𝑛(2, 𝐶2)      𝛿𝑛(𝑅, 2)… 𝛿𝑛(𝑅, 𝐶𝑅)

] 

 

として、{𝑏}𝑡 = {𝑏1,1~𝑏1,𝐶1 , 𝑏2,2 ~ 𝑏2,𝐶2 , ⋯ , 𝑏𝑅,2 ~ 𝑏𝑅 ,𝐶𝑅} 
 

 [∆̃]
ｔ
[∆̃] {𝑏} ＝ [∆̃]

ｔ
{𝑦̂} 

 

を解く。 

 

さらに 𝑏2,1 = 𝑏3,1 =     ⋯      𝑏𝑅,1 = ０ として {𝑏}を編集しなおす。 

 

つまり 
 

   {𝑏}𝑡 = { 𝑏1,1 ~ 𝑏1,𝐶1 , 𝑏2,1 ~ 𝑏2,𝐶2 , ⋯ , 𝑏𝑅,1 ~ 𝑏𝑅 ,𝐶𝑅 } 
 

とする。 

 

𝑦̅ =  
1

𝑛
 ∑ ∑ ∑ 𝑏𝑗,𝑘

𝐶𝑗

𝑘=1

𝑅

𝑗=1

𝑛

𝑖=1
𝛿𝑖(𝑗, 𝑘) =  ∑ ∑ 𝑏𝑗,𝑘

𝐶𝑗

𝑘=1

𝑅

𝑗=1
 ( 
1

𝑛
∑ 𝛿𝑖(𝑗, 𝑘)

𝑛

𝑖=1
 )  

 

ここで 𝛿̅(𝑗, 𝑘) ＝ 
1

𝑛
∑ 𝛿𝑖(𝑗, 𝑘)
𝑛
𝑖=1  とする。 

 



一方 𝑦̂𝑙 =  ∑ ∑ 𝑏𝑗,𝑘
𝐶𝑗
𝑘=1

𝑅
𝑗=1  𝛿𝑙(𝑗, 𝑘)    (𝑙 = 1~𝑛)  とする。 

 

𝑦̂
𝑙
− 𝑦̅ =∑ ∑ 𝑏𝑗,𝑘

𝐶𝑗

𝑘=1

𝑅

𝑗=1
𝛿𝑙(𝑗, 𝑘)−∑ ∑ 𝑏𝑗,𝑘

𝐶𝑗

𝑘=1

𝑅

𝑗=1
( 
1

𝑛
∑ 𝛿𝑖(𝑗, 𝑘)

𝑛

𝑖=1
) 

   (𝑙 = 1~𝑛) 
 

𝑦̂𝑙 = 𝑦̅＋∑ ∑ 𝑏𝑗,𝑘
𝐶𝑗
𝑘=1

𝑅
𝑗=1 (𝛿𝑙(𝑗, 𝑘) −

1

𝑛
∑ 𝛿𝑖(𝑗, 𝑘)
𝑛
𝑖=1 )  (𝑙 = 1~𝑛)  となる。 

 

これから 次式が導かれる。 

 

𝑦̂𝑙 = 𝑦̅＋∑ ∑ (𝑏𝑗,𝑘 − ∑ 𝑏𝑗,𝑚𝛿̅(𝑗, 𝑘)
𝐶𝑗
𝑚=1 ) 𝛿𝑙(𝑗, 𝑘)

𝐶𝑗
𝑘=1

𝑅
𝑗=1  (𝑙 = 1~𝑛) 

 

そこで、  

 

   ・   𝑎0 =  𝑦̅ ＝  
1

𝑛
 ∑ ∑ ∑ 𝑏𝑗,𝑘

𝐶𝑗

𝑘=1

𝑅

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝛿𝑖(𝑗, 𝑘) 

 

    ・  𝑎𝑗,𝑘 = 𝑏𝑗,𝑘 −  ∑ 𝑏𝑗,𝑚
𝐶𝑗
𝑚=1 𝛿̅(𝑗, 𝑘)          但し  𝛿̅(𝑗, 𝑘) =

1

𝑛
∑ 𝛿𝑖(𝑗, 𝑘)
𝑛
𝑖=1    

 

と置くことで 𝑎0,   𝑎𝑗,𝑘 (𝑗 = 1～𝑅, 𝑘 = 1～𝐶𝑗）を定める。 

 

次に重相関係数は以下となる。 

 

𝑅＝
(∑ (𝑦𝑖̂ − 𝑦̅)

2𝑛
𝑖=1 )1/2

(∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̅)
2𝑛

𝑖=1 )
1/2

 

 

また偏相関係数は以下となる。 

 

P=1～R、 Q=1～R において、 

 𝑥𝑖,𝑝＝ ∑ 𝑏𝑝,𝑘
𝐶𝑝
𝑘=1

𝛿𝑖(𝑝, 𝑘)  

                           𝑥̅𝑝＝  
1

𝑛
( ∑ 𝑥𝑖,𝑝 

𝑛

𝑖=1
)  

𝜎𝑝,𝑞＝  
1

𝑛
∑ (𝑥𝑖,𝑝 − 𝑥̅𝑝)

𝑛

𝑖=1
(𝑥𝑖,𝑞 − 𝑥̅𝑞)  

𝜎𝑝,𝑦＝  
1

𝑛
∑ (𝑥𝑖,𝑝 − 𝑥̅𝑝)

𝑛

𝑖=1
(𝑦𝑖 − 𝑦̅) 

       但し  𝑦̅ =  
1

𝑛
 ∑ ∑ ∑ 𝑏𝑗,𝑘

𝐶𝑗
𝑘=1

𝑅
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 𝛿𝑖(𝑗, 𝑘) 

𝜎𝑦,𝑦＝  
1

𝑛
∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̅)

2
𝑛

𝑖=1
  

 

   として、 



           𝑟𝑝𝑞 = 
𝜎𝑝𝑞

√𝜎𝑝𝑝√𝜎𝑞𝑞
 

 

𝑟𝑝𝑦 =
𝜎𝑝𝑦

√𝜎𝑝𝑝√𝜎𝑦𝑦
 

 

[𝑅]＝ [

𝑟11 ⋯ 𝑟1𝑅    𝑟1𝑦    
⋮ ⋮ ⋮
 𝑟𝑅1 ⋯ 𝑟𝑅𝑅    𝑟𝑅𝑦    
𝑟𝑦1      ⋯    𝑟𝑦𝑅    𝑟𝑦𝑦    

] 

 

[𝑅]−1＝ [

𝑟11 ⋯ 𝑟1𝑅   𝑟1𝑦

⋮ ⋮ ⋮
 𝑟𝑅1 ⋯ 𝑟𝑅𝑅   𝑟𝑅𝑦

  𝑟𝑦1     ⋯     𝑟𝑦𝑅  𝑟𝑦𝑦

] 

 

とした時の、偏相関係数 𝜌(𝑦, 𝑝) は 以下となる。 

 

𝜌(𝑦, 𝑝)＝
−𝑟𝑝,𝑦

√𝑟𝑝,𝑝 √𝑟𝑦,𝑦
 

 

 

 

 

 

 

  

 

 


